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Résumé
Dans le cadre de la simulation médicale, les récents travauxont conduit à de réels progrès en terme de simulation
d’organes. Cependant, la modélisation des tissus connectifs est très souvent ignorée malgré le rôle mécanique
majeur qu’ils peuvent jouer dans l’interaction entre certains organes. Nous proposons un modèle de simulation
de tissus connectifs reposant sur des méthodes sans maillage basées sur des repères. Le réalisme des simula-
tions repose sur une formulation variationnelle des équations de la mécanique des milieux continus, proche de
la méthode par éléments finis. Notre approche permet de simuler des objets déformables aux topologies diverses
(volumiques, surfaciques et linéiques). Dans le soucis d’obtenir une simulation stable de la dynamique de ces
corps déformables, nous utilisons une intégration temporelle implicite. Grâce à notre méthode, il est possible de
modéliser ces tissus, sans présager de leur géométrie, permettant ainsi le couplage mécanique entre les organes.

Mots clé : Simulation médicale, Méthodes sans maillage,
Mécanique, Objets déformables.

1. Introduction

La simulation médicale est un domaine de recherche de
plus en plus actif et les récents progrès ont permis d’ouvrir
de nouveaux champs d’application. Initialement centrés sur
la pratique chirurgicale, ces travaux restent nécessairescar
les simulateurs commerciaux actuels souffrent parfois d’un
manque de réalisme. Cependant, les résultats obtenus en re-
cherche permettent d’améliorer sensiblement la précisionet
l’efficacité des simulations, tout en offrant la possibilité d’in-
tégrer des données basées sur des patients réels (généra-
lement issues de l’imagerie médicale) [DPP12], [LPC∗12]
ou encore [HNR∗10]. Ces travaux permettent d’envisager
de nouvelles applications, notamment la planification pré-
opératoire ou encore la simulation comme assistance aux
chirurgiens durant l’intervention.

Ces applications ont en commun la nécessité de continuer
à fiabiliser la simulation et à améliorer l’interactivité, d’une
part en améliorant les modèles biomécaniques, et d’autre
part, en réduisant au maximum les temps de calcul. Parmi les
travaux récents, nombreux sont ceux qui traitent d’organes
spécifiques tels que le foie [MHC∗10], le cerveau [HWM07]
ou encore les organes du système pelvien [RRD∗11]. Ce-
pendant, ces organes sont grandement influencés par les
structures anatomiques environnantes (organes, tendons,li-
gaments, os, etc). Ces dernières ne peuvent donc pas être né-

gligées lors des simulations, sous peine de ne pas reproduire
fidèlement le comportement de chacun des organes.

Actuellement, peu de travaux ont cherché à modéliser les
interactions mécaniques entre les organes. Dans [CJA∗10],
ces interactions sont modélisées grâce à une loi de contact
frottant associée à une méthode de résolution optimisée.
Bien que constituant un progrès car permettant de simuler
plusieurs organes en interaction, ce modèle n’est pas totale-
ment conforme à la réalité car certains organes ne sont pas
en contact direct. En effet, ceux-ci sont entourés et reliés
entre eux par des fibres appeléestissus connectifsou fascias.
On peut prendre pour exemple le foie qui est attaché au dia-
phragme par le ligament falciforme et à l’estomac par le liga-
ment hépato-gastrique. Or, lorsque ces interactions sont si-
mulées grâce à des contacts frottants, ces organes “glissent”
les uns sur les autres alors qu’ils devraient être, au moins
partiellement, liés.

Une des principales difficultés posées par les tissus
connectifs se trouve dans le fait que certains d’entre eux
ne possèdent pas une topologie uniforme. En effet, ces tis-
sus occupent l’espace présent entre les organes. Ils peuvent
ainsi présenter à la fois des parties volumiques, et des parties
très fines, quasi surfaciques, au sein d’une même structure
anatomique. De manière générale, ces tissus peuvent avoir
des géométries très variées (volumiques, surfaciques voire
linéiques). Modéliser ces tissus grâce à des maillages volu-
miques est ainsi problématique. La modélisation des parties
très fines nécessite l’utilisation d’éléments de petite taille et
soulève des problèmes de performance, dus au grand nombre
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d’éléments produits, voire de stabilité si ces éléments sont
mal formés. De plus, certains de ces tissus sont difficile-
ment visibles par imagerie médicale et sont mal documen-
tés. En raison de ces problèmes, les tissus connectifs sont
souvent négligés dans la plupart des simulations. Pourtant,
ils jouent un rôle mécanique majeur dans la mesure où ils
lient les structures anatomiques entre elles, et influencent les
conditions aux limites des modèles des organes.

Dans ce travail, nous cherchons à développer une mé-
thode numérique capable de simuler ces tissus, et notam-
ment la liaison mécanique qu’ils assurent entre les organes
afin d’améliorer le réalisme des interactions entre ces der-
niers. Dans ce but, nous proposons une approche nouvelle,
où ces tissus sont modélisés sous la forme d’une interface
faisant appel aux techniques de simulation sans maillage, ici
basées sur des repères, permettant le couplage entre diffé-
rents modèles mécaniques simulant des organes. Notre mé-
thode permet également la propagation des conditions aux
limites entre des organes en contact indirect.

2. Etat de l’art

Couramment employée en simulation mécanique, la si-
mulation basée sur des méthodes sans maillage constitue
une alternative aux méthodes de type éléments finis (FEM).
La principale différence entre ces deux méthodes intervient
au niveau de la discrétisation des objets simulés. Dans une
approche FEM, les objets sont discrétisés grâce à un en-
semble d’éléments tétraèdriques ou héxaèdriques consti-
tuant un maillage. Les nœuds de ces maillages ont une
connectivité structurée par les arêtes de leurs éléments. Dans
le cas des méthodes sans maillage, les objets sont discrétisés
par un ensemble de points matériels (souvent appellés parti-
cules) que l’on peut assimiler aux nœuds rencontrés dans les
FEM. A la différence des méthodes de type éléments finis,
ces points ont une connectivité non-structurée. Les méthodes
sans maillage sont associées à une descriptionlagrangienne
du problème. Dans une approche lagrangienne, on observe
l’évolution des propriétés de chaque particule (position,dé-
placement, etc.) au cours du temps, contrairement à l’ap-
proche eulérienne où l’on observe cette évolution au cours
du temps sur un ensemble de positions fixes dans le domaine
(ex : un champ de vitesse). Le principal avantage des mé-
thodes sans maillage par rapport aux FEM se situe au niveau
de la discrétisation. En effet, l’échantillonnage d’un objet
par un ensemble de points est plus simple et plus rapide que
la construction d’un maillage volumique. De fait, ces mé-
thodes se révèlent intéressantes dans le cas d’un échantillon-
nage adaptatif ou dans le cas où il est nécessaire de gérer
des changements topologiques sur un objet (découpes, frac-
tures). Cependant, un des inconvénients des méthodes sans
maillage est qu’elles sont plus coûteuses en calcul, notam-
ment en raison du parcours des particules voisines et du cal-
cul des fonctions de forme, qui est plus complexe que dans
le cas des éléments finis. Il est intéressant de noter que les

premiers travaux en mécanique envisageaient les méthodes
sans maillage comme une généralisation des méthodes par
éléments finis [NTV92]. Pour une introduction et une no-
menclature des méthodes sans maillage, le lecteur pourra se
référer à [FM04].

Les méthodes sans maillage ont été introduites en infor-
matique graphique par Cani et Desbrun avec [DC96] en
popularisant la méthode desSmoothed Particle Hydrody-
namics(SPH), qui était initialement destinée à la simula-
tion de corps célestes. Le principe de cette méthode re-
pose sur l’interaction réciproque d’un ensemble de parti-
cules en utilisant des fonctions à base radiale et à sup-
port compact. Les SPH permettent l’animation de modèles
très déformables. Dans [BIT09] Beckeret al. proposent un
modèle corotationnel dédié apportant une réponse au pro-
blèmes des non-linéarités géométriques (rotations locales).
Dans leur travaux de Paivaet al. [PPLT09], et Hosseiniet
al. [HMH07], adaptent l’utilisation des SPH à la simula-
tion de matériaux non-newtoniens, aux comportements plus
complexes. Dans [GBB09] Gerszewskiet al.proposent une
approche sans maillage proche des SPH permettant de simu-
ler la plasticité des matériaux. Cependant, les SPH souffrent
de certains problèmes pouvant limiter leur utilisation. Enef-
fet, cette méthode offre une précision limitée. Le traitement
des frontières est également difficile en raison de la défi-
cience en particules sur les frontières de l’objet. De plus,
les SPH posent le problème du phénomène connu sous le
nom d’instabilité en tensionqui apparaît lorsque l’objet est
fortement étiré. Pour ces raisons, les SPH sont difficilement
utilisables dans le cadre de la simulation de grandes défor-
mations.

Parallèlement aux SPH, d’autres méthodes d’animation
sans maillage ont été développées. Des approches basées
sur la mécanique des milieux continus ont été proposées
par Keiser et al. dans [KNP∗04] et par Hortonet al.
dans [HWJM10]. Dans ces travaux, le champ de déforma-
tion (i.e. le champ vectoriel représentant la déformation)
est approximé par la méthode desMoving Least Squares
(MLS). Cette méthode, couramment employée en méca-
nique [BLG94], offre une bonne précision. Cependant, l’ap-
proximation MLS n’est pas toujours possible, notamment si
la distribution des nœuds est colinéaire ou coplanaire. En
effet, avec de telles distributions de points, la matrice des
moindres carrées devient singulière rendant impossible le
calcul des fonctions de forme.

Des techniques d’animation non basées sur des lois phy-
siques, mais gérant les rotations locales, ont également été
développées. Dans [MHTG05], Mülleret al. proposent la
méthode duShape Matchingdans laquelle les points de l’ob-
jet simulé sont partitionnés en plusieurs groupes pour les-
quels le mouvement est décomposé en une rotation optimale
et une translation. Le retour à la configuration non déformée
est ensuite assuré par un système masse-ressort. Cette idée
est reprise dans [MC11], où l’orientation des particules est
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estimée grâce à un Shape Matching généralisé. Cependant,
malgré leur rapidité et leur simplicité d’utilisation, cesmé-
thodes ne permettent pas, à proprement parler, une simula-
tion basée sur les lois de la physiques.

Des méthodes de simulation hybrides ont également
été proposées, notamment par Kauffmannet al. dans
[KMBG08] ou par Sifakiset al.dans [SSIF07], où un nuage
de points est associé au maillage des objets simulés afin de
faciliter la gestion des collisions et des changements topolo-
giques (découpés et fractures). Dans [GLB∗06], Guoet al.
proposent une simulation basée sur une formulation en élé-
ments coque à partir d’un nuage de points.

Des méthodes sans maillage basées sur des nœuds à
six degrés de liberté ont également été proposées. Dans
[MKB ∗10] Martinet al.proposent un modèle de simulation
unifiée d’objets linéiques, surfaciques et volumiques grâce à
une généralisation des MLS permettant de gérer les distri-
butions de points coplanaires et colinéaires. Ils introduisent
également la notiond’elaston, une généralisation de la dé-
formation indépendante de la topologie des objets. Cepen-
dant, l’utilisation des MLS généralisées est plus coûteuse
en terme de calcul, et cette méthode est difficilement uti-
lisable dans le contexte de la simulation temps-réel. Enfin,
dans [GBFP11], Gilleset al. proposent un modèle, repo-
sant sur la mécanique des milieux continus, basé sur des re-
pères et utilisant desduals-quaternions. Cette méthode per-
met de gérer efficacement de grandes déformations, et plus
particulièrement sur des modèles faiblement échantillonnés.
Cependant, l’arithmétique sur les duals-quaternions est plus
coûteuse en calcul et leur utilisation se justifie principale-
ment par l’utilisation de modèles faiblement échantillonnés.
Dans la mesure où nos modèles sont plus densement échan-
tillonnés, nous utilisons une méthode plus simple. De plus,
l’approche présentée par Gilleset al. repose également sur
le précalcul des matrices de masse et de raideur permettant
la généralisation du modèle à un système masse-ressort plus
efficace en terme de calcul. Cependant, le précalcul des ma-
trices de raideur n’est pas possible dans le cadre de l’utili-
sation d’une loi de comportement hyperélastique (élasticité
non linéaire).

3. Contribution

Nos contributions sont multiples. Notre travail offre la
possibilité de simuler les tissus connectifs et plus particu-
lièrement le couplage entre différents modèles mécaniques.
L’originalité de ces travaux repose sur l’utilisation d’une mé-
thode sans maillage couplée à des modèles de déformation
maillés utilisés pour simuler les organes. L’avantage d’une
méthode sans maillage se trouve dans une discrétisation plus
aisée et plus efficace d’objets présentant à la fois des parties
volumiques et des parties très fines. En effet, discrétiser un
tel objet par un maillage volumique nécessiterait d’utiliser
des éléments de très petite taille pour préserver les parties
fines, et augmenterait sensiblement les temps de calcul. De

plus, notre travail permet le couplage d’objets de différentes
résolutions de façon simple sans requérir d’opérations sup-
plémentaires : l’utilisation d’une interface modélisée par une
méthode sans maillage permet de lier différents objets sans
poser de contrainte sur leurs résolutions. Notre approche per-
met également de simuler des structures aussi bien volu-
miques, surfaciques que linéiques. Enfin nous adaptons les
formulations de la mécanique des milieux continus à des ob-
jets discrétisés par des repères à six degrés de liberté afin
d’obtenir une simulation réaliste. A notre connaissance, il
n’existe pas d’autre travaux concernant la simulation temps-
réel de tissus connectifs.

4. Simulation

4.1. Nomenclature

x̄i , xi
coordonnées du repèrei dans la configura-
tion au repos et déformée

r̄ i , r i
orientation du repèrei dans la configuration
au repos et déformée

p̄s, ps
coordonnées globales du point d’intégration
sdans la configuration au repos et déformée

l̄ is, l is
coordonnées du point d’intégrations dans
le repèrei dans la configuration au repos et
déformée.

R̄i , Ri
matrice de rotation associée à l’orientation
du repèrei dans la configuration au repos et
déformée

[v∧] matrice antisymétrique associée au produit
vectoriel dev

[M ]i, ième ligne de la matriceM
[M ], j jèmecolonne de la matriceM
{S} tenseur en notation de Voigt

4.2. Cinématique

Les objets déformables sont discrétisés par un ensemble
de repères et de points d’intégration, aussi appeléspoints de
Gauss(figure 1). Ces derniers sont disposés entre les repères
et permettent d’échantillonner le volume des objets simulés.
Les repèresqi possèdent six degrés de liberté (3 en transla-
tion et 3 en rotation) :

qi = [x1 x2 x3 r1 r2 r3]
t = [xi r i ]

t (1)

oùxi représente les coordonnées etr i le vecteur rotation cor-
respondant à l’orientation du repère. Les points d’intégration
ne possèdent que trois degrés de liberté (3 en translation).
L’approche s’appuyant sur une formulation en lagrangien to-
tal, la position globale des points d’intégration est exprimée
en fonction de leur position dans chacun des repères dans la
configuration non déformée. De cette façon, les points d’in-
tégration sont asservis aux repères environnants. Les coor-
données d’un point d’intégrations dans le repèrei dans la
configuration non déformée sont données par :

l̄ is = R̄t
i · [p̄s− x̄i ] (2)
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où R̄i et x̄i sont la matrice de rotation et les coordonnées du
repèrei et p̄s, les coordonnées du point d’intégrations dans
la configuration non déformée. Les coordonnées du point
d’intégrations dans la configuration déformée sont donnés
par :

ps = ∑
i

wi(p̄s)
(

xi +Ri · l̄
i
s

)

(3)

où wi(·) est une fonction de forme associée au point d’inté-
grations, etxi et Ri les coordonnées et la rotation du repère
i dans la configuration déformée. La fonction de formewi(·)
permet l’interpolation des valeurs de déplacements qui ne
sont connues qu’aux repères afin d’estimer le déplacement
en chaque point d’intégration. Elle peut être à support com-
pact (du typefonction de Wendlandou spline cubique) ou
non (fonction de Shepardpar ex).

Figure 1: Discrétisation des objets. Les tissus connectifs(en
jaune) sont discrétisés grâce à des repères (en rouge) et des
points d’intégration (en noir). Ils sont attachés à des organes
(en rose) dont les surfaces sont elles-mêmes constituées de
repères (en bleu).

De la même façon, la cinématique des repères est influen-
cée par le mouvement des points d’intégration qui lui sont
associés. La variation de l’orientation du repèrei en fonction
des déplacements des points d’intégration est donnée par :

dr i

dp
= ∑

s
wi(p̄s)(l

i
s∧dps) (4)

où l is sont les coordonnées du point d’intégrations dans le
repèrei.

4.3. Dynamique

4.3.1. Expression des forces internes

Notre approche se base sur la mécanique des milieux
continus (MMC). Les matériaux étudiés sont considérés
comme continus, c’est-à-dire à une échelle suffisamment
grande pour négliger les espaces inter-moléculaires. La
MMC permet de mettre en relation un déplacement (i.e. les
déformations subies par un point) avec une force de rappel

selon le schéma suivant :

ui
︸︷︷︸

déplacements

→ Fs
︸︷︷︸

gradient de
déformation

→ Ls
︸︷︷︸

tenseur de
déformation

→ Ss
︸︷︷︸

tenseur de
contrainte

→ f i
︸︷︷︸

force

Au cours de la simulation, les forces sont uniquement ap-
pliquées sur les repères qui sont les degrés de liberté de
nos modèles déformables. Les points d’intégration servent
au calcul du gradient de déformation et des tenseurs de dé-
formation et de contrainte qui permettront ensuite le calcul
des forces. En effet, le calcul des forces internes à appliquer
sur les repères doit se faire par intégration sur le volume de
l’objet car ces forces sont volumiques. La force à appliquer
sur un repère s’effectue donc en accumulant la contrainte
calculée sur les points d’intégration voisins. Les points d’in-
tégration servent ainsi à échantillonner le volume de l’objet
entre les repères. Plus l’échantillonnage est dense, plus le
calcul des forces est précis.

La méthode décrite dans cet article utilise une formula-
tion en lagrangien total. Dans une formulation en lagrangien
total, les déplacements sont évalués par rapport à la confi-
guration non déformée de l’objet, contrairement à la formu-
lation en lagragien actualisé, où ils sont évalués par rapport
à la configuration de l’objet au pas de temps précédent. Le
calcul des forces internesf fait appel au principe destravaux
virtuels:

δW = δqt · f = δqt
∫

Ω

∂L t

∂q
{S}dΩ (5)

où δW représente la variation de travail,L = 1
2(F

tF− I) est
le tenseur de déformation deGreen-LagrangeavecF, le gra-
dient de déformation.{S} est le second tenseur de contrainte
de Piola-Kirchhoff dans la notation deVoigt et Ω le do-
maine. La dérivée du tenseur de Green-Lagrange par rapport
aux degrés de liberté des repères est donnée par :

∂L
∂q

=
1
2

(
∂Ft

∂q
F+Ft ∂F

∂q

)

(6)

La première étape du calcul des forces internes consiste à
calculer le tenseur de déformation en un point d’intégration
s, en d’autres termes, la dérivée spatiale des déplacements
Fs = ∇ps. Or, les déplacements sont donnés par l’équation
(3). On peut remarquer que dans cette équation, seuls les
termeswi(p̄s) et l̄ is sont concernés par la dérivation. En re-
prenant l’équation (2), on remarque que :

∂l̄ is
∂x̄

=
∂(R̄t

i · [p̄s− x̄i ])

∂x̄
= R̄t

i (7)

En appliquant les régles de dérivation simples à l’équation
(3) et en utilisant le résultat de l’équation (7), on obtientle
gradient de déformation au point d’intégrations qui est une
matrice 3×3 :

Fs =
∂ps

∂x̄
= ∑

i

[
∂wis

∂x̄

(

xi +Ri · l̄
i
s

)

+wisRiR̄
t
i

]

(8)
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où wis = wi(p̄s). Afin d’obtenir la dérivée du tenseur de
Green-Lagrangede l’équation (6) il est nécessaire de calcu-
ler la dérivée du gradient de déformation par rapport àδq en
chaque point d’intégration. On obtientδFs= ∂Fs/∂q, qui est
également une matrice 3×3. Ces neuf valeurs s’expriment
donc en fonction d’une variation infinitésimale de déplace-
ment et d’orientation des repèresδq, c’est-à-dire en fonction
deδx et δr (δq = [δx δr ]t ). Pour chaque coefficienti, j de
δFs on a :

δFs
i j =∑

n

∂wns

x̄, j
δxi

n −

(
∂wns

x̄, j

[
Rn · l̄

n ∧
s

]i,
+

wns

[

Rn ·
[
R̄t

n
], j ∧

]i,
)

·δrn

(9)

où les indices en minuscule dénotent la coordonnée spa-
tiale etn identifie un repère.

Rn · l̄ns correspond à la rotation dēlns parRn, [v∧] la matrice
antisymétrique 3× 3 associée au produit vectoriel,[M ]i, et
[M ], j correspondent respectivement à laième ligne et à la
jèmecolonne de la matriceM .

En réécrivant les neuf valeurs deδFs sous forme d’un vec-
teur colonne, l’équation (9) peut être exprimée sous la forme
d’un produit matrice-vecteur :








δFs
11

δFs
12
...

δFs
33







= ∑

i
Bi,s ·δqi (10)

avecδqt
i = [δxi δr i ]

t . La matriceB (9× 6) est donnée en
annexe.

L’équation (10) exprime la dérivée du gradient de défor-
mation. Il faut maintenant exprimer∂L i,s/∂q, la dérivée du
tenseur de déformation par rapport aux repères qui est égale-
ment une matrice 3×3. Il est à noter que∂L i,s/∂q doit être
calculé pour chaque couple repère/point d’intégration en in-
teraction (i.e.wis > 0). En reprenant l’équation (6) on re-
marque que son expression fait intervenir la dérivée du gra-
dient de déformation. On réutilise donc les équations (6) et
(10) pour exprimerδL i,s = ∂L i,s/∂q sous la forme d’un pro-
duit matrice-vecteur. En effet, pourδL i j aveci = 1 et j = 2,
on obtient :

δL12 =
1
2

(

[δFt ]1, · [F],2+[Ft ]1, · [δF],2
)

=
1
2

(

[δF11 δF21 δF31] · [F]
,2+[Ft]1, · [δF12 δF22 δF32]

)

(11)

Or, d’après l’équation (10) :

[δF11 δF21 δF31] =
[

[B]1, ·δq [B]2, ·δq [B]3, ·δq
]

(12)

et

[δF12 δF22 δF32] =
[

[B]4, ·δq [B]5, ·δq [B]6, ·δq
]

(13)

En substituant les équations (12) et (13) à l’équation (11)
puis en factorisant parδq on obtient :

δL12 =
1
2

[

F12[B]
1,+F22[B]

2,+F32[B]
3,

+ F11[B]
5,+F21[B]

5,+F31[B]
6,
]

·δq
(14)

En écrivant ainsi chacune des six valeurs deδL i,s (matrice
symétrique) avec la notation de Voigt, on obtient :









δL i,s
11

δL i,s
22

...
2δL i,s

12









= ∑
i

M i,s ·δqi (15)

où chaque ligne deM i,s est de la même forme que l’équation
(14). Il est désormais possible d’évaluer les forces internes
s’appliquant sur les repères. En effet, en substituant l’équa-
tion (15) à l’équation (5) puis en divisant parδq, on obtient :

f =
∫

Ω
M t{S}dΩ (16)

Cependant, l’équation (16) donne l’expression de la force
dans le cas continu. Etant donné que cette intégrale ne peut
être résolue analytiquement, hormis pour des cas simples,
il est nécessaire de passer à une version discrète. L’intégrale
de l’équation (16) doit être évaluée sur la totalité du domaine
Ω occupé par l’objet. Pour ce faire, sous la forme discrète,
on utilise les points d’intégration qui échantillonnent l’ob-
jet. On obtient ainsi l’expression discrète de la force en un
nœud :

f i = ∑
s

[

M i,s
]t
· {Ss}vs (17)

où vs est le volume associé au point d’intégrations et {Ss}
en notation de Voigt est calculé grâce au modèle deSaint
Venant - Kirchhoff, qui est un modèle hyperélastique géné-
ralisant laloi de Hookeaux grandes déformations. Cepen-
dant, la méthode est également compatible avec des lois de
comportement plus complexes. Le second tenseur de Piola-
Kirchhoff est donné par :

Ss = λ tr(Ls)I +2µLs (18)

avecλ et µ qui sont lescoefficients de Lamé

4.3.2. Formulation implicite

La formulation précédente (équation 17) est utilisable
avec un solveur explicite. En effet, en utilisant le principe
fondamental de la dynamique (seconde loi de Newton) :

ma= ∑ f int + fext (19)

puis en effectuant successivement deux intégrations sur le
temps, on peut obtenir les nouvelles positions et les nou-
velles vitesses de chaque nœud au pas de temps suivant.
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Cependant, bien qu’ils sont rapides, les solveurs expli-
cites présentent certains désavantages, notamment l’instabi-
lité. Les oscillations et l’introduction d’énergie supplémen-
taire conduisent la simulation à diverger [BW98]. Ces phé-
nomènes peuvent être rencontrés lors d’une simulation com-
portant des modèles très détaillés ou des matériaux ayant une
forte raideur. Une solution couramment employée pour ré-
pondre à ce problème consiste à utiliser des pas de temps
très courts, avec pour effet d’augmenter les temps de cal-
cul, dans la mesure où le temps simulé s’écoule plus lente-
ment que le temps réel. Pour ces raisons, on utilise un sol-
veur implicite qui permet l’utilisation de pas de temps plus
longs tout en gardant une simulation stable – une propriété
intéressante dans le cadre de la simulation d’objets défor-
mables. Les solveurs implicites permettent de résoudre un
problème non-linéaire de manière itérative selon la méthode
de Newton-Raphson[FDD∗12]. Pour permettre au solveur
de résoudre l’équation du mouvement, il est nécessaire de
linéariser la force, c’est-à-dire de dériver l’expressionde la
force par rapport aux repères, ce qui équivaut à exprimer la
variation de la force en fonction d’une variation infinitési-
male de la contrainte. D’après [BLM00](§6.4.2) la dérivée
des forces internes se décompose en deux parties :

δf int = δfmat+δfgeo (20)

oùδfmat est la raideur tangentielle etδfgeoest la raideur géo-
métrique. Dans notre cas, nous nous limitons à l’utilisation
de la première. En effet, les déformations subies par les ob-
jets permettent de négliger la raideur géométrique. L’expres-
sion de la raideur tangentielle est donnée par :

δf =
∫

Ω
M t{δS}dΩ (21)

avec :

{δS}= C{δL} (22)

où la matriceC, donnée en annexe, est la matrice des coef-
ficients élastiques associés à la loi de Hooke. En substituant
l’équation (15) à l’équation (21) on obtient :

δf =
∫

Ω
M tCM ·δqdΩ (23)

De même qu’avec l’équation (16), il est nécessaire de passer
à une formulation discrète afin d’intégrer l’équation (23)

δf i = ∑
s

M i,s ·∆Ssvs (24)

avec :

∆Ss = ∑
i

CM i,s ·δqi (25)

qui exprime la variation de la contrainte en un point d’inté-
gration en fonction d’une variation des DDL des différents
nœuds voisins.

5. Résultats

5.1. Expérimentation

Notre méthode a été implémentée sous la forme d’un
composant dans le framework SOFA [Sof] et testée avec
différentes structures. L’implémentation CPU est mono-
threadée et les tests ont été effectués avec un processeur In-
tel Xeon W3520 cadencé à 2,67 GHz. Le premier test porte
sur la simulation d’objets volumiques, ici en modélisant une
poutre. La section de la poutre est modélisée avec 9 repères
et 36 points d’intégration. Les points d’intégration sont pla-
cés entre les repères. Une des extrémités de la poutre est
fixée. La figure (2) montre la modélisation de la poutre. La
figure (3) montre des résultats de tests effectués avec trois
poutres modélisées de façon identique mais avec un module
de Young différent. Chacune de ces poutres n’est soumise
qu’à son propre poids (masse : 0,3 kg). Le coefficient de
Poisson de chacune de ces poutres et de 0,3.

Figure 2: Modélisation de la poutre avec notre méthode.

Le second test concerne la simulation d’objets surfa-
ciques. La structure de la figure (4) est modélisée avec 91
repères et 1024 points d’intégration coplanaires. Les bords
gauche et droit de la surface sont fixés. La déformation vi-
sible sur cette figure résulte d’une simulation où une force
constante de 300 N a été appliquée sur les repères, mis en
évidence par les marqueurs oranges, perpendiculairement à
la surface et orientée vers le bas. Le module de Young de
la surface est de 25000 Pa et son coefficient de Poisson est
de 0,3. Malgré la disposition coplanaire des repères et des
points d’intégration, la simulation est stable.

Le troisième test concerne la simulation d’objets li-
néiques. La figure (5) montre une structure composée de 10
repères et de 50 points d’intégration disposés de façon coli-
néaire. Le repère de gauche est fixé en rotation et en trans-
lation. Initialement, tous les repères ont la même orienta-
tion (identique à celle du repère de gauche). La simulation
consiste à effectuer une rotation d’un demi-tour sur le repère
le plus à droite. On observe alors que tous les repères de la
structure subissent une torsion.

c© REFIG 2014.
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(a) E = 18000 (b) E = 9000 (c) E = 3000

Figure 3: Poutres simulées avec différents modules de Young(ν = 0.3).

Figure 4: Modélisation d’un objet surfacique avec notre mé-
thode.

Figure 5: Test de torsion sur une structure linéique.

5.2. Comparaison

Dans le but de vérifier la validité du modèle mécanique,
différents tests sur des poutres ont été effectués. Le premier
test consiste à simuler une poutre soumise uniquement à son
propre poids de 16×0,5×0,5 mètres, pesant 31200 kg, dont
le module de Young est de 200 GPa et le coefficient de Pois-
son de 0,3. On étudie ici le comportement de la poutre lors-
qu’on fait varier le nombre de degrés de liberté. Ces derniers
sont disposés suivant une grille régulière. Chaque point d’in-
tégration possède 8 repères voisins. La fonction de forme
utilisée est une interpolation tri-linéaire. La déflexion maxi-
male (à l’extrémité de la poutre) obtenue pour chaque simu-
lation est comparée à la solution analytique de la poutrecan-
tilever. Le solveur utilisé pour ce test est un gradient conju-
gué ayant une précision fixée à 10−10. Les résultats de ces
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Figure 6: Précision de la méthode sur le cas de la poutre
(résolution sur la longueur fixée).

tests sont présentés sur les figures (6) et (7). La figure (6)
présente l’écart entre la solution analytique et la simulation
variant en fonction du nombre de degrés de liberté utilisé,
ainsi que le pourcentage d’erreur commise par rapport à la
solution analytique. On fait varier le nombre de degrés de
liberté de la section de la poutre. Le nombre repère sur la
longueur est fixé à 25. De même, la figure (7) présente les
mêmes données dans le cas où on fait varier le nombre de
repères sur la longueur de la poutre, avec le nombre de re-
pères de la section fixé à 5×5 repères.

Le second test de vérification porte sur la comparaison de
deux poutres simulées avec notre méthode, à deux poutres
simulées avec la méthode des éléments finis (modèle coro-
tationnel) proposée par SOFA. Ces poutres sont uniquement
soumises à leur propre poids. Les degrés de liberté de cha-
cune de ces 4 poutres sont disposés de manière identique, en
grille régulière. La première poutre simulée avec notre mé-
thode utilise 4 repères voisins par point d’intégration, etune
interpolation linéaire comme fonction de forme. La seconde
poutre simulée avec notre méthode utilise 8 repères voisins
et une interpolation trilinéaire. Les poutres simulées grâce à
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Figure 7: Précision de la méthode sur le cas de la poutre
(résolution de la section fixée).

la méthode des éléments finis sont modélisées avec des té-
traèdres pour la première, et des hexaèdres pour la seconde.
Les dimensions de la poutre sont de 16× 1× 1 mètres, sa
masse est de 5 kg, son module de Young est de 40 000 Pa, et
son coefficient de Poisson de 0,3. Le choix d’une poutre très
déformable est volontaire et a pour but d’étudier la conver-
gence de la méthode en cas de grandes déformations. Les ré-
sultats de ce test sont présentés en figure (8) où on voit la dé-
flexion maximale de la poutre varier en fonction du nombre
de degrés de liberté. On remarque sur ce graphique l’appari-
tion d’une limite asymptotique montrant la convergence de
chaque méthode. On y voit également que la méthode ba-
sée sur les repères nécessite moins de degrés de liberté pour
fournir la même solution qu’une méthode par éléments finis
utilisant des tétraèdres ou des héxaèdres. On peut également
remarquer qu’un faible nombre de degrés de liberté introduit
une rigidité artificielle de la structure. Les poutres présen-
tées sur la figure (13), dont les propriétés mécaniques sont
les mêmes que celles décrites précédemment, sont modéli-
sées avec 21×3× 3 repères disposés en grille régulière (à
droite), et avec 64×4×4 hexaèdres à gauche. La différence
entre les déflexions de ces deux poutres est inférieure à 2%.

Le troisième test est tiré du guide deValidation des Pro-
giciels de Calcul de Structures(VPCS), publié par l’AF-
NOR [VPC90]. Le but de ce test est de valider le comporte-
ment d’une poutre en traction. La poutre mesure 6 mètres, sa
section est circulaire et d’un rayon de 1 mètre. Le test, sché-
matisé en figure (9), consiste a effectuer une traction dans
l’axe du cylindre de façon à obtenir un déplacement de 3
mm et à mesurer le déplacement des points A, B, C sur l’axe
y. Ce test est proposé pour un coefficient de Poisson de 0,3.
Pour reproduire ce test, nous fixons une des faces du cylindre
et effectuons la traction sur l’autre face. Le mouvement des
repères de la face subissant la traction n’est contraint que
sur l’axex. La poutre est discrétisée par des repères dispo-
sés de façon régulière. Chaque point d’intégration possède8
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Figure 8: Comparaison de la convergence de la méthode.

1m 1m 1m

L

A B

C

x

y

Figure 9: Test en traction (VPCS).

voisins et les fonctions de forme utilisées sont des interpola-
tions trilinéaires. Le résultats de ce test sont présentés dans
la table (1). La différence entre les résultats expérimentaux
et les résultats théoriques est inférieure à 0,7%.

5.3. Couplage

Le couplage est rendu possible par la capacité de notre
modèle à partager ses repères avec d’autres modèles simulés
avec des méthodes différentes basées sur l’utilisation de re-
pères. Cette technique permet de modéliser rapidement des
tissus connectifs entre deux organes utilisant d’autres mo-
dèles : il suffit de définir la zone correspondant aux tissus
connectifs en y plaçant des repères et des points d’intégra-
tion puis en définissant quels sont les repères des organes qui
doivent être partagés avec les repères des tissus. La figure
(10) présente ce principe. Les repères des surfaces (en bleu)
et des tissus connectifs (en rouge) à l’intérieur de la région
délimitée en vert sont considérés comme faisant partie d’un
même objet mécanique. De plus grâce à l’utilisation de mé-
thodes sans maillage, et à leur propriété de connectivité non-
structurée, notre méthode permet de coupler simplement et
efficacement des modèles de résolutions différentes dans la
mesure où un point d’intégration influence les repères pré-
sents dans son rayon d’influence.

La figure (11) montre le résultat d’un test de couplage
entre notre méthode et d’autres modèles mécaniques, en
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Figure 10: Technique de couplage de deux modèles méca-
niques grâce à notre méthode. Les repères des deux surfaces
(bleu) à l’intérieur de la région en vert sont partagés avec les
repères servant à modéliser les tissus connectifs (rouge).

Test uy(A) uy(B) uy(C)

Valeur VPCS 0,015 0,015 0,015
Valeur obtenue 0,0151 0,0151 0,0151

Table 1: Résultats des tests en traction.

l’occurrence des éléments coque oushells[CDC10], qui per-
mettent de simuler des organes creux et/ou aux parois très
fines. Ce cas test représente typiquement la situation où deux
organes (en rose) sont reliés par des tissus connectifs (en
jaune). Les tissus connectifs sont modélisés grâce à deux
couches de repères. Les nœuds des deux surfaces sont éga-
lement des repères. La surface supérieure est fixée sur deux
bords opposés et les repères de la surface inférieure sont tota-
lement libres. Les centres des deux surfaces sont “attachés”
de part et d’autre de l’objet jaune car ils partagent leurs re-
pères avec lui. La masse des tissus connectifs est de 1 kg,
son module de Young est de 6000 Pa et son coefficient de
Poisson de 0,3. On peut observer que les conditions aux li-
mites sont transmises d’un modèle à l’autre tandis que les
déformations subies par les objets sont cohérentes.

Figure 11: Couplage multi-modèle. L’image montre la mo-
délisation des organes et des tissus connectifs.

Des tests de couplage avec des modèles plus complexes
ont été réalisés. La figure (12) montre le résultat d’un mo-
dèle d’utérus couplé à un modèle de vessie grâce à des tissus
connectifs (en jaune). L’utérus et la vessie sont simulés grâce

Figure 12: Un modèle d’utérus (en haut) relié à un modèle
vessie (en bas)

Figure 13: La même poutre modélisée avec notre méthode
(à gauche) et avec des hexaèdres (à droite).

à des éléments coque. L’échantillonnage des tissus connec-
tifs est réalisé grâce à deuxdistribution de Poissonbasée sur
la distance inter-particule. La première est utilisée comme
position des repères et la seconde, avec une distance inter-
particule plus faible, sert de position au points d’intégration.
Les tissus connectifs sont modélisés avec 22 repères et envi-
ron 800 points d’intégration.

5.4. Performances

5.4.1. Implémentation CPU

Le tableau 2 recense les performances obtenues lors de
nos tests. Les paramètres pris en compte sont : le nombre de
repères, le nombre de points d’intégration et le nombre de
repères voisins par point d’intégration. On remarque claire-
ment que les principaux facteurs affectant les performances
sont le nombre de repères voisins pour chaque point d’inté-
gration ainsi que le nombre de points d’intégration.

5.4.2. Implémentation GPU

La méthode présentée a fait l’objet d’une implémentation
sur GPU en utilisant CUDA. La principale difficulté po-
sée par l’implémentation de cette méthode est due au fait
que cette dernière se déroule en deux étapes. La première
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Test Repères Pts. d’int. Voisins Temps (ms).

Poutre

72

400

4 32,65
8 45,42
6 55,15
10 69,56

500

4

39,18
864 43,42
1470 114,3
2340 160,53

144

750

54,49
288 56,64
500 58,5
792 69,12

Couplage 160 400 4 53,22

Table 2: Performances de l’implémentation CPU.

consiste à calculer le gradient de déformation et les ten-
seurs de déformation et de contrainte en chaque point d’in-
tégration puis la dérivée du tenseur de Green-Lagrange pour
tout couple repère/point d’intégration en interaction. Lase-
conde étape consiste ensuite à calculer les forces internessur
chaque repère en accumulant la contrainte des points d’in-
tégrations voisins. Cette deuxième étape est problématique
dans le cas de l’implémentation GPU car le nombre de re-
pères est moins élevé que le nombre de points d’intégration.
De ce fait, allouer un thread à chaque repère pour le calcul
des forces internes ne permet pas d’extraire suffisamment
de parallélisme, c’est-à-dire qu’il est difficile d’exploiter au
maximum les capacités des GPU qui sont capables de gérer
l’exécution de milliers de threads en parallèle. De plus, une
telle solution contraint à stocker au minimum le gradient de
déformation et la dérivée du tenseur de Green-Lagrange en
mémoire vidéo, ce qui est très coûteux en terme de perfor-
mance. On ne peut également pas envisager que les points
d’intégration accumulent eux-mêmes les forces internes sur
les repères en raison des problèmes d’écritures concurrentes
(ex : deux points d’intégration tentant d’écrire simultané-
ment dans le vecteur force d’un repère).

La solution adoptée pour palier à ce problème et augmen-
ter le taux d’occupation de la puce graphique consiste a ef-
fectuer la quasi-totalité des calculs sur les points d’intégra-
tion. Lors du calcul des forces internes, un thread est alloué à
chaque point d’intégration. Chaque point d’intégration pro-
duit des contributions partielles de force (une contribution
pour chaque repère voisin) qui sont stockées dans un vecteur
temporaire. Dans un second temps, on effectue une opéra-
tion de réduction parallèle : un thread est alloué à chaque
repère et accumule les contributions partielles de chacun de
ses nœuds voisins grâce à une table d’indirection. Cette opé-
ration de réduction parallèle est très simple et donc relati-
vement rapide ce qui permet de limiter l’effet de la faible
occupation du GPU et de maintenir des performances plus
hautes. La figure (14) schématise la fonctionnement de cet

Sample0 Sample1 Samplen

Frame1Frame0 Framen

Scatter

Gather

Vecteur

temporaire

Figure 14: Schéma de l’algorithme GPU

algorithme. Le calcul de la dérivée des forces est similaire.
Chaque point d’intégration étant fortement indépendant des
autres, le calcul des forces ne nécessite que très peu de points
de synchronisation, ce qui limite le nombre de threads inac-
tifs. Enfin, dans l’implémentation GPU, les matricesB et
M des équations (10) et (15) ne sont pas construites expli-
citement et stockées en mémoire : chaque composante du
vecteur force est calculée “à la volée”. De cette façon, la
consommation de mémoire vidéo et de registres est limi-
tée, ce qui permet au GPU d’ordonnancer l’exécution d’un
plus grand nombre de thread et donc d’augmenter les perfor-
mances.

Les tests comparatifs ont été effectués avec un solveur de
typegradient conjuguéeffectuant 60 itérations à chaque pas
de temps. Chaque point d’intégration possède 4 repères voi-
sins. La carte graphique utilisée pour ces tests est une Nvidia
GTX 570 avec 1280 Mo de mémoire vidéo. Le tableau 3 pré-
sente le résultat de ces tests. Les données recueillies sont: le
nombre de points d’intégration, la durée nécessaire pour un
pas temps sur CPU et sur GPU, ainsi que le facteur d’accélé-
ration. On remarque que l’implémentation GPU apporte un
gain de performance non négligeable avec un facteur d’ac-
célération allant jusqu’à plus de 52.

Pts d’int. Temps (CPU) Temps (GPU) Accel.
360 34,84 14,85 2,35
800 78,42 15,25 5,14
2600 251,77 17,11 14,72
6070 595,77 23,39 25,47
12700 1228,8 32,29 38,07
16210 1561,8 39,29 39,75
19990 1990,06 43,12 46,15
26750 2675,47 53,09 50,39
34610 3468,54 66,1 52,47

Table 3: Performances CPU/GPU (temps en ms).
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6. Conclusion et travaux futurs

La méthode proposée permet de simuler des tissus
connectifs aux topologies variées (linéiques, surfaciques ou
volumiques). Elle offre la possibilité de coupler différentes
structures anatomiques (organes, os, etc.), permettant l’im-
position et la propagation des conditions aux limites de ces
mêmes structures. Elle permet ainsi de simuler aisément
les interactions entre les organes. De plus, la formulation
basée sur des repères permet, à précision égale, d’utiliser
moins de degrés de liberté, diminuant ainsi la taille des sys-
tèmes d’équations, et l’intégration temporelle impliciteper-
met l’utilisation de pas de temps plus grands tout en conser-
vant la stabilité de la simulation. Cependant, il existe cer-
taines limitations. En effet, bien que les repères et les points
d’intégrations nous permettent de simuler des structures li-
néiques et surfaciques, ces cas n’ont pas été validés numé-
riquement. Il serait intéressant de comparer notre méthodeà
celle des éléments poutre et des éléments coque. De même,
pour ces cas particuliers, il pourrait également être intéres-
sant de donner une formulation de la raideur géométrique.
La gestion du couplage pourrait être améliorée. En effet, ac-
tuellement, les organes couplés et les tissus qui les unissent
sont considérés comme un seul objet mécanique produisant
un système à résoudre pouvant être de grande taille. On peut
envisager l’utilisation de techniques basées sur la décompo-
sition de domaine qui permettrait de simuler, dans un pre-
mier temps, le comportement de chaque organe séparément
puis, dans un second temps, de calculer les interactions entre
ces organes. Enfin, afin de reproduire plus fidèlement les ca-
ractéristiques des tissus connectifs, l’emploi de lois de com-
portement plus complexes, et la simulation de matériaux hé-
térogènes sont envisageable.
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Appendices

A. Calcul de la matrice B

Bi,s =











∂wis
∂x I

[
∂wis
∂x [−Ri · l̄

i ∧
s ]− [Ri · [R̄

t
i ]
,x ∧] wis

]

∂wis
∂y I

[
∂wis
∂y [−Ri · l̄

i ∧
s ]− [Ri · [R̄

t
i ]
,y ∧] wis

]

∂wis
∂z I

[
∂wis
∂z [−Ri · l̄

i ∧
s ]− [Ri · [R̄

t
i ]
,z ∧] wis

]











avecwis = wi(p̄s) et I la matrice identité.

B. Matrice de Hooke

C =
E

(1+ν)(2−ν)
×












1−ν ν ν
ν 1−ν ν
ν ν 1−ν

0

0
(1−2ν)

2
(1−2ν)

2
(1−2ν)

2












oùE etν sont respectivement lemodule de Younget lecoef-
ficient de Poisson.
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